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Аннотация
Многие вопросы теории чисел связаны с исследованием рядов Дирихле 𝑓(𝑠) =
∞∑︀
𝑛=1
𝑎𝑛𝑛
−𝑠
и сумматорных функций Φ(𝑥) =
∑︀
𝑛≤𝑥
𝑎𝑛 их коэффициентов. Наиболее известным примером
ряда Дирихле является дзета-функция Римана 𝜁(𝑠), определенная для любого комплекс-
ного числа 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡 с действительной частью ℜ𝑠 = 𝜎 > 1 как 𝜁(𝑠) =
∞∑︀
𝑛=1
1
𝑛𝑠 .
Квадрат дзета-функции 𝜁2(𝑠) =
∞∑︀
𝑛=1
𝜏(𝑛)
𝑛𝑠 , ℜ𝑠 > 1, связян с функцией делителей
𝜏(𝑛) =
∑︀
𝑑|𝑛
1, дающей число натуральных делителей натурального числа 𝑛. Сумматор-
ной функцией ряда Дирихле 𝜁2(𝑠) является функция 𝐷(𝑥) =
∑︀
𝑛≤𝑥
𝜏(𝑛), вопросы асимп-
тотической оценки которой известны как проблема делителей Дирихле. В общем случае,
𝜁𝑘(𝑠) =
∞∑︀
𝑛=1
𝜏𝑘(𝑛)
𝑛𝑠 , ℜ𝑠 > 1, где функция 𝜏𝑘(𝑛) =
∑︀
𝑛=𝑛1·...·𝑛𝑘
1 дает число представлений
натурального числа 𝑛 в виде произведения 𝑘 натуральных сомножителей. Cумматорной
функцией ряда Дирихле 𝜁𝑘(𝑠) является функция 𝐷𝑘(𝑥) =
∑︀
𝑛≤𝑥
𝜏𝑘(𝑛). Ее изучение - это
многомерная проблема делителей Дирихле.
Логарифмическая производная
𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠) дзета-функции представима в виде
𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠) =
= −
∞∑︀
𝑛=1
Λ(𝑛)
𝑛𝑠 , ℜ𝑠 > 1. Здесь Λ(𝑛) - функция Мангольдта, которая определяется как
Λ(𝑛) = log 𝑝, если 𝑛 = 𝑝𝑘 для простого 𝑝 и натурального 𝑘, и как Λ(𝑛) = 0, иначе. Та-
ким образом, функция Чебышева 𝜓(𝑥) =
∑︀
𝑛≤𝑥
Λ(𝑛) является сумматорной функцией коэф-
фициентов ряда Дирихле
∞∑︀
𝑛=1
Λ(𝑛)
𝑛𝑠 , соответствующего логарифмической производной
𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
дзета-функции Римана. Она хорошо известна в аналитической теории чисел и связана со
многими классическими задачами, прежде всего, с асимптотическим законом распреде-
ления простых чисел.
В частности, хорошо известно представление функции 𝜓(𝑥) по нулям дзета-функции:
𝜓(𝑥) = 𝑥 − ∑︀
|ℑ𝜌|≤𝑇
𝑥𝜌
𝜌 + 𝑂
(︁
𝑥 ln2 𝑥
𝑇
)︁
, где 𝑥 = 𝑛 + 0, 5, 𝑛 ∈ N, 2 ≤ 𝑇 ≤ 𝑥, и 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 -
нетривиальные нули дзета-функции Римана, то есть нули 𝜁(𝑠), лежащие в критической
полосе 0 < ℜ𝑠 < 1.
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Мы получаем аналогичные представления, связанные с нетривиальными нулями дзета-
функции Римана, для двух арифметических функций, родственных функции Чебышева:
𝜓1(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
(𝑥− 𝑛)Λ(𝑛) и 𝜓2(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
Λ(𝑛) ln
𝑥
𝑛
.
Аналогичные результаты можно получить и для других функций, родственных функции
Чебышева, если использовать логарифмические производные 𝐿-функций Дирихле.
Ключевые слова: арифметические функции, ряд Дирихле, суматорная функция коэф-
фициентов ряда Дирихле, дзета-функция Римана, функция Чебышева, нетривиальные
нули дзета-функции Римана, контурное интегрирование.
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Abstract
Many problems of Number Theory are connected with investigation of Dirichlet series
𝑓(𝑠) =
∞∑︀
𝑛=1
𝑎𝑛𝑛
−𝑠 and the adding functions Φ(𝑥) =
∑︀
𝑛≤𝑥
𝑎𝑛 of their coefficients. The most famous
Dirichlet series is the Riemann zeta function 𝜁(𝑠), defined for any 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡 with ℜ𝑠 = 𝜎 > 1
as 𝜁(𝑠) =
∞∑︀
𝑛=1
1
𝑛𝑠 .
The square of zeta function 𝜁2(𝑠) =
∞∑︀
𝑛=1
𝜏(𝑛)
𝑛𝑠 , ℜ𝑠 > 1, is connected with the divisor
function 𝜏(𝑛) =
∑︀
𝑑|𝑛
1, giving the number of a positive integer divisors of positive integer
number 𝑛. The adding function of the Dirichlet series 𝜁2(𝑠) is the function 𝐷(𝑥) =
∑︀
𝑛≤𝑥
𝜏(𝑛);
the questions of the asymptotic behavior of this function are known as Dirichlet divisor problem.
Generally, 𝜁𝑘(𝑠) =
∞∑︀
𝑛=1
𝜏𝑘(𝑛)
𝑛𝑠 , ℜ𝑠 > 1, where function 𝜏𝑘(𝑛) =
∑︀
𝑛=𝑛1·...·𝑛𝑘
1 gives the number of
representations of a positive integer number 𝑛 as a product of 𝑘 positive integer factors. The
adding function of the Dirichlet series 𝜁𝑘(𝑠) is the function 𝐷𝑘(𝑥) =
∑︀
𝑛≤𝑥
𝜏𝑘(𝑛); its research is
known as the multidimensional Dirichlet divisor problem.
The logarithmic derivative
𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠) of zeta function can be represented as
𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠) = −
∞∑︀
𝑛=1
Λ(𝑛)
𝑛𝑠 ,
ℜ𝑠 > 1. Here Λ(𝑛) is the Mangoldt function, defined as Λ(𝑛) = log 𝑝, if 𝑛 = 𝑝𝑘 for a prime
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number 𝑝 and a positive integer number 𝑘, and as Λ(𝑛) = 0, otherwise. So, the Chebyshev
function 𝜓(𝑥) =
∑︀
𝑛≤𝑥
Λ(𝑛) is the adding function of the coefficients of the Dirichlet series
∞∑︀
𝑛=1
Λ(𝑛)
𝑛𝑠 , corresponding to logarithmic derivative
𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠) of zeta function. It is well-known in
analytic Number Theory and is closely connected with many important number-theoretical
problems, for example, with asymptotic law of distribution of prime numbers.
In particular, the following representation of 𝜓(𝑥) is very useful in many applications:
𝜓(𝑥) = 𝑥− ∑︀
|ℑ𝜌|≤𝑇
𝑥𝜌
𝜌 + 𝑂
(︁
𝑥 ln2 𝑥
𝑇
)︁
, where 𝑥 = 𝑛+ 0, 5, 𝑛 ∈ N, 2 ≤ 𝑇 ≤ 𝑥, and 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 are
non-trivial zeros of zeta function, i.e., the zeros of 𝜁(𝑠), belonging to the critical strip 0 < ℜ𝑠 < 1.
We obtain similar representations over non-trivial zeros of zeta function for two arithmetic
functions, relative to the Chebyshev function:
𝜓1(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
(𝑥− 𝑛)Λ(𝑛), and 𝜓2(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
Λ(𝑛) ln
𝑥
𝑛
.
Similar results can be received also for some other functions, related to the Chebyshev function,
if to use logarithmic derivatives of Dirichlet 𝐿-functions.
Keywords: arithmetical functions, Dirichlet series, adding function of the coefficients of a
Dirichlet series, the Riemann zeta function, the Chebyshev function, non-trivial zeros of the
Riemann zeta function, contour integration.
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1. Введение
Многие вопросы теории чисел связаны с исследованием рядов Дирихле 𝑓(𝑠) =
∞∑︀
𝑛=1
𝑎𝑛𝑛
−𝑠 и
сумматорных функций Φ(𝑥) =
∑︀
𝑛≤𝑥
𝑎𝑛 их коэффициентов ([1, 2, 5, 8, 10, 11, 16]).
Наиболее известным примером ряда Дирихле является дзета-функция Римана 𝜁(𝑠) ([3, 5,
12, 13, 15]), определенная для любого комплексного числа 𝑠 = 𝜎+ 𝑖𝑡 с действительной частью
ℜ𝑠 = 𝜎 > 1 как
𝜁(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1
1
𝑛𝑠
,ℜ𝑠 > 1.
Квадрат дзета-функции
𝜁2(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1
𝜏(𝑛)
𝑛𝑠
, ℜ𝑠 > 1,
связян с функцией делителей 𝜏(𝑛) =
∑︀
𝑑|𝑛
1, дающей число натуральных делителей нату-
рального числа 𝑛. Именно, сумматорной функцией ряда Дирихле 𝜁2(𝑠) является функция
𝐷(𝑥) =
∑︀
𝑛≤𝑥
𝜏(𝑛), вопросы асимптотической оценки которой известны как проблема делителей
Дирихле ([3, 4, 6, 7, 11]).
В общем случае,
𝜁𝑘(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1
𝜏𝑘(𝑛)
𝑛𝑠
, ℜ𝑠 > 1,
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где функция 𝜏𝑘(𝑛) =
∑︀
𝑛=𝑛1·...·𝑛𝑘
1 дает число представлений натурального числа 𝑛 в виде произ-
ведения 𝑘 натуральных сомножителей. Cумматорной функцией ряда Дирихле 𝜁𝑘(𝑠) является
функция 𝐷𝑘(𝑥) =
∑︀
𝑛≤𝑥
𝜏𝑘(𝑛). Ее изучение - это многомерная проблема делителей Дирихле
([3, 4, 5, 6, 7, 11]).
Обобщением дзета-функции Римана и еще одним известным рядом Дирихле является 𝐿-
функция Дирихле, определяемая равенством
𝐿(𝑠, 𝜒) =
∞∑︁
𝑛=1
𝜒(𝑛)𝑛−𝑠,ℜ𝑠 > 1,
где 𝜒 - характер Дирихле ([2, 3, 5, 15]).
Произведение нескольких 𝐿-функций дает ряд
𝐿1(𝑠, 𝜒1) · ... · 𝐿𝑘(𝑠, 𝜒𝑘) =
∞∑︁
𝑛=1
𝑐𝑛𝑛
−𝑠,ℜ𝑠 > 1,
сумматорная функция коэффициентов которого имеет вид
𝐶𝑘(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
𝑐𝑛 =
∑︁
𝑛1·...·𝑛𝑘≤𝑥
𝜒1(𝑛1) · ... · 𝜒𝑘(𝑛𝑘).
Задача об оценке 𝐶𝑘(𝑥) является обобщением проблемы делителей Дирихле и связана с про-
блемой делителей в числовых полях ([6, 7, 9, 11, 16]).
Логарифмическая производная дзета-функции 𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠) представима в виде
𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
= −
∞∑︁
𝑛=1
Λ(𝑛)
𝑛𝑠
,ℜ𝑠 > 1.
Здесь Λ(𝑛) - функция Мангольдта:
Λ(𝑛) =
{︂
ln 𝑝, если 𝑛 = 𝑝𝑘, 𝑝 ∈ 𝑃, 𝑘 ∈ N,
0, иначе.
Таким образом, функция Чебышева
𝜓(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
Λ(𝑛)
является сумматорной функцией коэффициентов ряда Дирихле
∞∑︀
𝑛=1
Λ(𝑛)
𝑛𝑠 , соответствующего
логарифмической производной 𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠) дзета-функции Римана.
Функция 𝜓(𝑥) является хорошо известной арифметической функцией, используемой во
многих областях теории чисел. Так, она тесно связана с функцией 𝜋(𝑥) =
∑︀
𝑝≤𝑥
1 (число про-
стых, не превосходящих 𝑥), то есть с доказательством асимптотического закона распределения
простых чисел ([2, 3, 5]).
Действительно, используя формулу Перрона ([14]), мы получим, что
𝜓(𝑥) =
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑐+𝑖∞
𝑐−𝑖∞
(−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)
𝑥𝑠
𝑠
𝑑𝑠, где 𝑐 > 1,
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откуда следует классическая асимптотическая формула ([5])
𝜓(𝑥) = 𝑥+𝑂(𝑥𝑒−𝑐
√
log 𝑥).
Данное утверждение эквивалентно асимптотическому закону распределения простых чи-
сел ([3, 5, 15]):
𝜋(𝑥) =
∑︁
𝑝≤𝑥
1 =
∫︁ 𝑥
2
𝑑𝑢
ln𝑢
+𝑂(𝑥𝑒−
𝑐
2
√
log 𝑥).
В монографии [5] было получено представление функции Чебышева по нулям дзета-
функции Римана:
𝜓(𝑥) = 𝑥−
∑︁
|ℑ𝜌|≤𝑇
𝑥𝜌
𝜌
+𝑂
(︂
𝑥 ln2 𝑥
𝑇
)︂
,
где 𝑥 = 𝑛+ 0, 5, 𝑛 ∈ N, 2 ≤ 𝑇 ≤ 𝑥, и 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 - нетривиальные нули дзета-функции, то есть
нули 𝜁(𝑠), лежащие в критической полосе 0 < ℜ𝑠 = 𝜎 < 1.
Мы получаем аналогичные результаты для двух арифметических функций,
𝜓1(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
(𝑥− 𝑛)Λ(𝑛) и 𝜓2(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
Λ(𝑛) ln
𝑥
𝑛
.
Эти функции, родственные функции Чебышева, используются в некоторых теоретико-
числовых задачах, связанных с изучением асимптотоического поведения суммарных функций
рядов Дирихле.
Основные результаты представлены в следующих двух теоремах.
Теорема 1. Для 𝑥 = 𝑛+ 0, 5, 𝑛 ∈ N, и 2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑇 имеет место формула
𝜓1(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
(𝑥− 𝑛)Λ(𝑛) = 𝑥
2
2
−
∑︁
|ℑ𝜌|≤𝑇
𝑥𝜌+1
𝜌(𝜌+ 1)
+𝑂
(︂
𝑥2 ln𝑥
𝑇
)︂
,
где 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 - нули дзета-функции Римана 𝜁(𝑠) в критической полосе 0 < ℜ𝑠 < 1.
Теорема 2. Для 𝑥 = 𝑛+ 0, 5, 𝑛 ∈ N, и 2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑇 имеет место формула
𝜓1(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
Λ(𝑛) ln
𝑥
𝑛
= 𝑥−
∑︁
|ℑ𝜌|≤𝑇
𝑥𝜌
𝜌2
+𝑂
(︂
𝑥 ln𝑥
𝑇
)︂
,
где 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 - нули дзета-функции Римана 𝜁(𝑠) в критической полосе 0 < ℜ𝑠 < 1.
2. Доказательство теоремы 1.
Доказательство состоит из четырех шагов.
1. Покажем, что для 𝑏 > 0 и 𝑘 ≥ 1 имеет место формула
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖∞
𝑏−𝑖∞
𝑦𝑠
𝑠(𝑠+ 1) . . . (𝑠+ 𝑘)
𝑑𝑠 =
{︂
0, если 0 < 𝑦 ≤ 1,
1
𝑘!(1− 1𝑦 )𝑘, если 𝑦 ≥ 1.
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A. Пусть 0 < 𝑦 < 1. Рассмотрим контур Γ с вершинами 𝑏± 𝑖𝑇 , 𝑈 ± 𝑖𝑇 , где 𝑇,𝑈 ∈ R, 𝑇 > 0,
и 𝑈 > 𝑏. Так как функция 𝑦
𝑠
𝑠(𝑠+1)...(𝑠+𝑘) аналитична в данном контуре, то по теореме о вычетах
([14]) имеем равенство
1
2𝜋𝑖
∫︁
Γ
𝑦𝑠
𝑠(𝑠+ 1) . . . (𝑠+ 𝑘)
𝑑𝑠 = 0,
то есть
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖𝑇
𝑏−𝑖𝑇
𝑦𝑠
𝑠(𝑠+ 1) . . . (𝑠+ 𝑘)
𝑑𝑠 = 𝑂(|𝐼1|+ |𝐼2|+ |𝐼3|),
где 𝐼𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, представляют собой интегралы по верхней, нижней и правой сторонам ко-
нутра Γ, соответственно. Нетрудно видеть, что
|𝐼1| = |𝐼2| ≤ 1
2𝜋
∫︁ 𝑈
𝑏
𝑦𝜎𝑑𝜎
(𝑇 2 + 𝜎2)
𝑘+1
2
≤ 1
𝑇 𝑘+1
∫︁ 𝑈
𝑏
𝑦𝜎𝑑𝜎 =
𝑦𝑏 − 𝑦𝑈
𝑇 𝑘+1| ln 𝑦| ≤
𝑦𝑏
𝑇 𝑘+1| ln 𝑦| ,
в то время как
|𝐼3| =≤ 1
2𝜋
∫︁ 𝑇
−𝑇
𝑦𝑈
(𝑈2 + 𝑡2)
𝑘+1
2
≤ 𝑇𝑦
𝑈
𝑈𝑘+1
.
Для фиксированного 𝑇 и фиксированного 0 < 𝑦 < 1 мы получаем, что lim𝑈→∞ 𝑇𝑦
𝑈
𝑈𝑘+1
= 0,
и, при 𝑈 →∞, имеем следующую оценку:
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖𝑇
𝑏−𝑖𝑇
𝑦𝑠
𝑠(𝑠+ 1) . . . (𝑠+ 𝑘)
= 𝑂
(︂
𝑦𝑏
𝑇 𝑘+1| ln 𝑦|
)︂
.
Теперь, при 𝑇 →∞, получаем, что
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖∞
𝑏−𝑖∞
𝑦𝑠
𝑠(𝑠+ 1) . . . (𝑠+ 𝑘)
𝑑𝑠 = 0.
B. Пусть 𝑦 = 1. Тогда⃒⃒⃒⃒
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖𝑇
𝑏−𝑖𝑇
𝑑𝑠
𝑠(𝑠+ 1) . . . (𝑠+ 𝑘)
⃒⃒⃒⃒
≤ 1
2𝜋
∫︁ 𝑇
−𝑇
𝑑𝜎
𝜎2 + 𝑇 2
≤ 1
𝑇
,
то есть
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖∞
𝑏−𝑖∞
𝑑𝑠
𝑠(𝑠+ 1) . . . (𝑠+ 𝑘)
= 0.
C. Пусть 𝑦 > 1. Рассмотрим контур Γ с вершинами 𝑏 ± 𝑖𝑇 , −𝑈 ± 𝑖𝑇 , где 𝑇,𝑈 ∈ R, 𝑇 > 0,
𝑈 > max{𝑏, 𝑘}.
Функция 𝑦
𝑠
𝑠(𝑠+1)...(𝑠+𝑘) имеет простой полюс в точках 𝑠 = 0,−1, . . . ,−𝑘, лежащих внутри
контура Γ, и по теореме о вычетах ([14]) мы получаем, что
1
2𝜋𝑖
∫︁
Γ
𝑦𝑠
𝑠(𝑠+ 1) . . . (𝑠+ 𝑘)
𝑑𝑠 =
𝑘∑︁
𝑙=0
𝑅𝑒𝑠𝑠=−𝑙
𝑦𝑠
𝑠(𝑠+ 1) . . . (𝑠+ 𝑘)
.
При этом
𝑅𝑒𝑠𝑠=−𝑙
𝑦𝑠
𝑠(𝑠+ 1) . . . (𝑠+ 𝑘)
= lim
𝑠→−𝑙
(𝑠+ 1)
𝑦𝑠
𝑠(𝑠+ 1) . . . (𝑠+ 𝑘)
=
=
𝑦−𝑙
−𝑙(−𝑙 + 1) . . . (−𝑙 + 𝑙 − 1)(−𝑙 + 𝑙 + 1) . . . (−𝑙 + 𝑘) ,
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и
𝑘∑︁
𝑙=0
𝑅𝑒𝑠𝑠=−𝑙
𝑦𝑠
𝑠(𝑠+ 1) . . . (𝑠+ 𝑘)
=
=
1
𝑘!
(︂
1− 𝑘
𝑦
+
(𝑘 − 1)𝑘
1 · 2 · 𝑦2 −
(𝑘 − 2)(𝑘 − 1)𝑘
1 · 2 · 3 · 𝑦3 + · · ·+
(−1)𝑘
𝑦𝑘
)︂
=
=
1
𝑘!
(︃
𝐶0𝑘 − 𝐶1𝑘
1
𝑦
+ 𝐶2𝑘
(︂
1
𝑦
)︂2
− · · ·+ (−1)𝑘𝐶𝑘𝑘
(︂
1
𝑦
)︂𝑘)︃
=
1
𝑘!
(︂
1− 1
𝑦
)︂𝑘
.
Кроме того,⃒⃒⃒⃒
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖𝑇
−𝑈+𝑖𝑇
𝑦𝑠
𝑠(𝑠+ 1) . . . (𝑠+ 𝑘)
𝑑𝑠
⃒⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒⃒
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏−𝑖𝑇
−𝑈−𝑖𝑇
𝑦𝑠
𝑠(𝑠+ 1) . . . (𝑠+ 𝑘)
𝑑𝑠
⃒⃒⃒⃒
≤
≤ 1
2𝜋
∫︁ 𝑏
−𝑈
𝑦𝜎𝑑𝜎
(𝑇 2 + 𝜎2)
𝑘+1
2
≤ 1
2𝜋𝑇 𝑘+1
∫︁ 𝑏
−𝑈
𝑦𝜎𝑑𝜎 ≤ 𝑦
𝑏 − 𝑦−𝑈
𝑇 𝑘+1 ln 𝑦
≤ 𝑦
𝑏
𝑇 𝑘+1 ln 𝑦
,
и ⃒⃒⃒⃒
1
2𝜋𝑖
∫︁ −𝑈+𝑖𝑇
−𝑈−𝑖𝑇
𝑦𝑠
𝑠(𝑠+ 1) . . . (𝑠+ 𝑘)
𝑑𝑠
⃒⃒⃒⃒
≤ 1
2𝜋
∫︁ 𝑇
−𝑇
𝑦−𝑈𝑑𝑡
(𝑈2 + 𝑡2)
𝑘+1
2
≤ 𝑦
−𝑈𝑇
𝑈𝑘+1
.
Так как для фиксированного 𝑇 и фиксированного 𝑦 > 1 имеет место соотношение
lim𝑈→∞ 𝑦
−𝑈𝑇
𝑈𝑘+1
→ 0, то для 𝑈 →∞ мы получаем, что
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖𝑇
𝑏−𝑖𝑇
𝑦𝑠
𝑠(𝑠+ 1) . . . (𝑠+ 𝑘)
𝑑𝑠 =
1
𝑘!
(︂
1− 1
𝑦
)︂𝑘
+𝑂
(︂
𝑦𝑏
𝑇 𝑘+1 ln 𝑦
)︂
,
и, следовательно, при 𝑇 →∞, имеет место формула
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖∞
𝑏−𝑖∞
𝑦𝑠
𝑠(𝑠+ 1) . . . (𝑠+ 𝑘)
𝑑𝑠 =
1
𝑘!
(︂
1− 1
𝑦
)︂𝑘
.
2. Теперь покажем, что для 𝑏 > 1 имеет место соотношение
𝜓1(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
(𝑥− 𝑛)Λ(𝑛) = 1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖∞
𝑏−𝑖∞
𝑥𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
𝑑𝑠.
Рассмотрим функцию 𝜓1(𝑥)𝑥 =
∑︀
𝑛≤𝑥
(1− 𝑛𝑥 )Λ(𝑛).
Из 1. следует, что
𝜓1(𝑥)
𝑥
=
∞∑︁
𝑛=1
Λ(𝑛)
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖∞
𝑏−𝑖∞
(𝑥𝑛)
𝑠
𝑠(𝑠+ 1)
𝑑𝑠
(возьмем 𝑘 = 1 и 𝑦 = 𝑥𝑛 : для 𝑛 ≤ 𝑥 интеграл равен 1− 𝑛𝑥 ; для 𝑛 > 𝑥 интеграл равен 0).
Ряд
∞∑︀
𝑛=1
| ∫︀ 𝑏+𝑖∞𝑏−𝑖∞ Λ(𝑛)( 𝑥𝑛 )𝑠𝑠(𝑠+1) 𝑑𝑠| равномерно сходится при 𝑏 > 1:
∞∑︁
𝑛=1
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑏+𝑖∞
𝑏−𝑖∞
Λ(𝑛)(𝑥𝑛)
𝑠
𝑠(𝑠+ 1)
𝑑𝑠
⃒⃒⃒⃒
< 𝑥𝑏
∞∑︁
𝑛=1
Λ(𝑛)
𝑛𝑏
∫︁ +∞
−∞
𝑑𝑡
𝑏2 + 𝑡2
,
∫︁ +∞
−∞
𝑑𝑡
𝑏2 + 𝑡2
=
1
𝑏
arctan
𝑥
𝑏
|+∞−∞ =
𝜋
𝑏
,
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Λ(𝑛)
𝑛𝑏
<
ln𝑛
𝑛𝑏
,
и ряд
∞∑︀
𝑛=1
ln𝑛
𝑛𝑏
сходится при 𝑏 > 1. Тогда
𝜓1(𝑥)
𝑥
=
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖∞
𝑏−𝑖∞
𝑥𝑠
𝑠(𝑠+ 1)
∞∑︁
𝑛=1
Λ(𝑛)
𝑛𝑠
𝑑𝑠 =
=
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖∞
𝑏−𝑖∞
𝑥𝑠
𝑠(𝑠+ 1)
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
𝑑𝑠.
Следовательно,
𝜓1(𝑥) =
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖∞
𝑏−𝑖∞
𝑥𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
𝑑𝑠.
3. Теперь мы покажем, что для 𝑏 = 1 + 1ln𝑥 > 1 имеет место асимптотическая формула
𝜓1(𝑥) =
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖𝑇
𝑏−𝑖𝑇
𝑥𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
𝑑𝑠+𝑂
(︂
𝑥2 ln𝑥
𝑇
)︂
.
Из 2. мы получаем, что
𝜓1(𝑥) =
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖𝑇
𝑏−𝑖𝑇
𝑥𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
𝑑𝑠+ 𝐽1 + 𝐽2,
где
𝐽1 =
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏−𝑖𝑇
𝑏−𝑖∞
𝑥𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
𝑑𝑠, 𝐽2 =
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖∞
𝑏+𝑖𝑇
𝑥𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
𝑑𝑠.
Нетрудно видеть, что
|𝐽1| = |𝐽2| ≤ 1
2𝜋
∫︁ ∞
𝑇
𝑥𝑏+1
𝑏2 + 𝑡2
⃒⃒⃒⃒
⃒𝜁
′
(𝑏+ 𝑖𝑡)
𝜁(𝑏+ 𝑖𝑡)
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡.
Так как 𝑏 > 1, то ⃒⃒⃒⃒
⃒𝜁
′
(𝑏+ 𝑖𝑡)
𝜁(𝑏+ 𝑖𝑡)
⃒⃒⃒⃒
⃒ =
⃒⃒⃒⃒
⃒
∞∑︁
𝑛=1
Λ(𝑛)
𝑛𝑏+𝑖𝑡
⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤
∞∑︁
𝑛=1
Λ(𝑛)
𝑛𝑏
=
⃒⃒⃒⃒
⃒𝜁
′
(𝑏)
𝜁(𝑏)
⃒⃒⃒⃒
⃒ .
Известно ([5], [6]), что в этих условиях
−𝜁
′
(𝑏)
𝜁(𝑏)
=
1
𝑏− 1 + 𝑏0 + 𝑏1(𝑏− 1) + . . . .
Тогда
−𝜁
′
(𝑏)
𝜁(𝑏)
(𝑏− 1) = 1 + 𝑏0(𝑏− 1) + 𝑏1(𝑏− 1)2 + . . . .
Таким образом, функция − 𝜁
′
(𝑏)
𝜁(𝑏) (𝑏 − 1) является аналитической в некоторой окрестности 1,
следовательно, она ограничена в этой окрестности. Так как величина 𝑏 = 1 + 1ln𝑥 близка к 1,
то | − 𝜁
′
(𝑏)
𝜁(𝑏) (𝑏− 1)| ≤ 𝐶, то есть, − 𝜁
′
(𝑏)
𝜁(𝑏) = 𝑂
(︁
1
𝑏−1
)︁
= 𝑂(ln𝑥), и − 𝜁
′
(𝑏+𝑖𝑡)
𝜁(𝑏+𝑖𝑡) = 𝑂(ln𝑥). Тогда
|𝐽1|+ |𝐽2| ≤ 𝐶1𝑥𝑏+1 ln𝑥
∫︁ ∞
𝑇
𝑑𝑡
𝑏2 + 𝑡2
≤ 𝐶2𝑥2 ln𝑥
∫︁ ∞
𝑇
𝑑𝑡
𝑡2
=
𝐶2𝑥
2 ln𝑥
𝑇
,
О суммировании арифметических функций 327
так как 𝑥
1
ln 𝑥 = 𝑒, и
∫︀∞
𝑇
𝑑𝑡
𝑡2
= −1𝑡 |𝑇∞ = 1𝑇 . Таким образом,
|𝐽1|+ |𝐽2| = 𝑂
(︂
𝑥2 ln𝑥
𝑇
)︂
,
и
𝜓1(𝑥) =
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖𝑇
𝑏−𝑖𝑇
𝑥𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
𝑑𝑠+𝑂
(︂
𝑥2 ln𝑥
𝑇
)︂
.
4. Пусть 𝑏 = 1+ 1ln𝑥 > 1, и 2 ≤ 𝑇 ≤ 𝑥. Найдем 𝑇1, такое что 𝑇 ≤ 𝑇1 ≤ 𝑇 +1, и расстояние от
прямой ℑ𝑠 = 𝑇1 до ближайшего нетривиального нуля дзета-функции ≫ 1ln𝑇 . Это возможно,
поскольку число нетривиальных нулей 𝜁(𝑠) в полосе 𝑇 ≤ ℑ𝑠 ≤ 𝑇 + 1 есть 𝑂(ln𝑇 ) (см., на-
пример, [5], [8]). Рассмотрим контур Γ с вершинами 𝑏± 𝑇1, −12 ± 𝑇1. Функция
(︂
− 𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︂
𝑥𝑠+1
𝑠(𝑠+1)
аналитична в данном контуре, за исключением точек 𝑠 = 0 (полюс функции 𝑥
𝑠+1
𝑠(𝑠+1)), 𝑠 = 1 (по-
люс дзета-функции 𝜁(𝑠)), и 𝑠 = 𝜌𝑛, где 𝜌𝑛 - все нетривиальные нули дзета-функции в контуре
Γ. Тогда
1
2𝜋𝑖
∫︁
Γ
𝑥𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
𝑑𝑠 =
= 𝑅𝑒𝑠𝑠=0
𝑥𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
+𝑅𝑒𝑠𝑠=1
𝑥𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
+
+
∑︁
|ℑ𝜌𝑛|<𝑇1
𝑅𝑒𝑠𝑠=𝜌𝑛
𝑥𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
=
= lim
𝑠→0
𝑠
𝑥𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
+ lim
𝑠→1
(𝑠− 1) 𝑥
𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
(︂
1
𝑠− 1 + . . .
)︂
+
+
∑︁
ℑ𝜌𝑛<𝑇1
lim
𝑠→𝜌𝑛
(𝑠− 𝜌𝑛) 𝑥
𝑠+1
𝑠(𝑠+ 1)
(︂
− 1
𝑠− 𝜌𝑛 + . . .
)︂
=
= −𝑥
(︃
𝜁
′
(0)
𝜁(0)
)︃
+
𝑥2
2
−
∑︁
|ℑ𝜌𝑛|<𝑇1
𝑥𝜌𝑛+1
𝜌𝑛(𝜌𝑛 + 1)
.
Оценим интегралы 𝐼𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, по верхней, нижней и правой сторонам контура Γ, соответ-
ственно. Для первых двух интегралов мы имеем оценку
|𝐼1|+ |𝐼2| ≤ 𝑥
𝑏+1
2𝜋𝑇 21
∫︁ 𝑏
− 1
2
⃒⃒⃒⃒
⃒𝜁
′
(𝜎 + 𝑖𝑇1)
𝜁(𝜎 + 𝑖𝑇1)
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝜎,
в то время как для третьего - оценку
|𝐼3| ≤ 𝑥
1
2
2𝜋
∫︁ 𝑇1
−𝑇1
⃒⃒⃒⃒
⃒𝜁
′
(−12 + 𝑖𝑡)
𝜁(−12 + 𝑖𝑡)
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡1
4 + 𝑡
2
.
Оценим
⃒⃒⃒⃒
𝜁
′
(𝜎+𝑖𝑡)
𝜁(𝜎+𝑖𝑡)
⃒⃒⃒⃒
. В наших условиях ([5])
𝜁
′
(𝜎 + 𝑖𝑡)
𝜁(𝜎 + 𝑖𝑡)
=
∑︁
|𝑡−𝛾𝑛|≤1
1
𝜎 − 𝜎𝑛 + 𝑖(𝑡− 𝛾𝑛) +𝑂(ln(|𝑡|+ 2)).
328 Е. И. Деза, Л. В. Варухина
Если 𝜎 = 12 и |𝑡| ≤ 𝑇1, то⃒⃒⃒⃒
1
𝜎 − 𝜎𝑛 + 𝑖(𝑡− 𝛾𝑛)
⃒⃒⃒⃒
≤ 1|𝜎 − 𝜎𝑛| =
1
1
2 + 𝜎𝑛
≤ 2.
Тогда
𝜁
′
(𝜎 + 𝑖𝑡)
𝜁(𝜎 + 𝑖𝑡)
= 𝑂(ln(|𝑡|+ 2)) = 𝑂(ln𝑇 ).
Если −12 ≤ 𝜎 ≤ 𝑏 и 𝑡 = 𝑇1, то
|𝑇1 − 𝛾𝑛| ≫ 1
ln𝑇
,
и ∑︁
|𝑡−𝛾𝑛|≤1
⃒⃒⃒⃒
1
𝜎 − 𝜎𝑛 + 𝑖(𝑡− 𝛾𝑛)
⃒⃒⃒⃒
≤
∑︁
|𝑡−𝛾𝑛|≤1
1
|𝑇1 − 𝛾𝑛| ≤ 𝐶 ln𝑇
∑︁
|𝑡−𝛾𝑛≤1
1 ≤ 𝐶1 ln2 𝑇.
Таким образом, в обоих случаях
𝜁
′
(𝜎 + 𝑖𝑡)
𝜁(𝜎 + 𝑖𝑡)
= 𝑂(ln2 𝑇 ).
Тогда
|𝐼1|+ |𝐼2| ≤ 𝐶3𝑥
2 ln2 𝑇
𝑇 21
(︂
1 +
1
ln𝑥
+
1
2
)︂
≤ 𝐶4𝑥
2 ln2 𝑇
𝑇 21
≤ 𝐶4𝑥
2 ln2 𝑇
𝑇 2
;
|𝐼3| ≤ 𝐶5
√
𝑥 ln𝑇
∫︁ 𝑇1
−𝑇1
𝑑𝑡
𝑡2
≤ 𝐶6
√
𝑥 ln𝑇
𝑇1
≤ 𝐶7
√
𝑥 ln𝑇
𝑇
.
Так как ln 𝑡𝑡 → 0 для 𝑡 → ∞, то 𝑂
(︁
𝑥2 ln2 𝑇
𝑇 2
)︁
≪ 𝑂
(︁
𝑥2 ln𝑇
𝑇
)︁
; кроме того, ln𝑇 ≤ ln𝑥 для 𝑇 ≤ 𝑥.
Таким образом, мы получили, что все три оцениваемых интеграла есть 𝑂
(︁
𝑥2 ln𝑥
𝑇
)︁
, и, следо-
вательно,
𝜓1(𝑥) =
𝑥2
2
−
∑︁
|ℑ𝜌𝑛|<𝑇1
𝑥𝜌𝑛+1
𝜌𝑛(𝜌𝑛 + 1)
− 𝑥𝜁
′
(0)
𝜁(0)
+𝑂
(︂
𝑥2 ln𝑥
𝑇
)︂
.
Так как
𝑥
𝜁
′
(0)
𝜁(0)
= 𝑂
(︂
𝑥2 ln𝑥
𝑇
)︂
,
и ∑︁
𝑇<|ℑ𝜌𝑛|<𝑇1
⃒⃒⃒⃒
𝑥𝜌𝑛+1
𝜌𝑛(𝜌𝑛 + 1)
⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑥
2
𝑇 2
∑︁
𝑇<|ℑ𝜌𝑛|<𝑇+1
1 ≤ 𝐶5𝑥
2 ln𝑇
𝑇
≤ 𝐶5𝑥
2 ln𝑥
𝑇
,
то
𝜓1(𝑥) =
𝑥2
2
−
∑︁
|ℑ𝜌𝑛|≤𝑇
𝑥𝜌𝑛+1
𝜌𝑛(𝜌𝑛 + 1)
+𝑂
(︂
𝑥2 ln𝑥
𝑇
)︂
. 2
3. Доказательство теоремы 2.
Доказательство теоремы 2 аналогично доказательству теоремы 1 и также состоит из че-
тырех этапов.
1. Покажем, что для 𝑏 > 1 имеет место формула
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖∞
𝑏−𝑖∞
𝑦𝑠
𝑠2
𝑑𝑠 =
{︂
0, если 0 < 𝑦 ≤ 1,
ln 𝑦, если 𝑦 ≥ 1.
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A. Пусть 0 < 𝑦 ≤ 1, 𝑇 > 0 и 𝑈 > 𝑏. Рассмотрим контур Γ с вершинами 𝑏 ± 𝑇 , 𝑈 ± 𝑇 .
Функция 𝑦
𝑠
𝑠2
аналитична внутри данного контура, и по теореме о вычетах ([14]) мы получаем,
что
1
2𝜋𝑖
∫︁
Γ
𝑦𝑠
𝑠2
𝑑𝑠 = 0, и
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖𝑇
𝑏−𝑖𝑇
𝑦𝑠
𝑠2
𝑑𝑠 = 𝑂(|𝐼1|+ |𝐼2|+ |𝐼3|),
где 𝐼𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, представляют собой интегралы по верхней, нижней и правой сторонам кон-
тура Γ. Легко видеть, что
|𝐼1| = |𝐼2| ≤ 1
2𝜋
∫︁ 𝑈
𝑏
𝑦𝜎
𝑇 2 + 𝜎2
𝑑𝜎 ≤ 1
𝑇 2
∫︁ 𝑈
𝑏
𝑦𝜎𝑑𝜎 =
𝑦𝑏 − 𝑦𝑈
𝑇 2| ln 𝑦| ≤
𝑦𝑏
𝑇 2| ln 𝑦| .
С другой стороны,
|𝐼3| ≤ 1
2𝜋
∫︁ 𝑇
−𝑇
𝑦𝑈
𝑈2 + 𝑡2
𝑑𝑡 ≤ 𝑦
𝑈𝑇
𝑈2
.
Так как 0 < 𝑦 ≤ 1, и 𝑇 фиксировано, то 𝑦𝑈𝑇
𝑈2
→ 0 для 𝑈 →∞, и
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖𝑇
𝑏−𝑖𝑇
𝑦𝑠
𝑠2
𝑑𝑠 = 𝑂
(︂
𝑦𝑏
𝑇 2| ln 𝑦|
)︂
.
Для фиксированного 𝑦 и 𝑇 →∞, мы получим, что
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖∞
𝑏−𝑖∞
𝑦𝑠
𝑠2
𝑑𝑠 = 0.
B. Пусть 𝑦 = 1. Тогда ⃒⃒⃒⃒
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖𝑇
𝑏−𝑖𝑇
1
𝑠2
𝑑𝑠
⃒⃒⃒⃒
≤ 1
2𝜋
∫︁ 𝑇
−𝑇
𝑑𝑡
𝑡2
≤ 1
𝑇
.
При 𝑇 →∞ мы получаем, что
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖∞
𝑏−𝑖∞
𝑑𝑠
𝑠2
= 0 = ln 1.
C. Пусть 𝑦 > 1. Возьмем 𝑇 > 0 и 𝑈 > 𝑏. Расмотрим контур Γ с вершинами −𝑈 ±𝑇 и 𝑏±𝑇 .
Функция 𝑦
𝑠
𝑠2
аналитична в этом контуре, за исключением точки 𝑠 = 0, где она имеет полюс, и,
пользуясь теоремой о вычетах ([14]), мы получаем, что
1
2𝜋𝑖
∫︁
Γ
𝑦𝑠
𝑠2
𝑑𝑠 = 𝑅𝑒𝑠𝑠=0
𝑦𝑠
𝑠2
.
Так как (𝑦𝑠)
′
= 𝑦𝑠 ln 𝑦, то (𝑦𝑠)
′
(0) = ln 𝑦, и мы получаем, что
1
2𝜋𝑖
∫︁
Γ
𝑦𝑠
𝑠2
𝑑𝑠 = ln 𝑦, и
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖𝑇
𝑏−𝑖𝑇
𝑦𝑠
𝑠2
𝑑𝑠 = ln 𝑦 +𝑂(|𝐼1|+ |𝐼2|+ |𝐼3|),
где 𝐼𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, представляют собой интегралы по верхней, нижней и правой сторонам кон-
тура Γ. Нетрудно видеть, что
|𝐼1| = |𝐼2| ≤ 1
2𝜋
∫︁ 𝑇
−𝑇
𝑦𝜎
𝜎2 + 𝑇 2
≤ 𝑦
𝑏
𝑇 2 ln 𝑦
, и |𝐼3| ≤ 1
2𝜋
∫︁ 𝑇
−𝑇
𝑦−𝑈
𝑈2 + 𝑡2
𝑑𝑡 ≤ 𝑦
𝑈𝑇
𝑈2
.
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Для фиксированного 𝑇 и фиксированного 𝑦 > 1 мы имеем соотношение 𝑦
−𝑈𝑇
𝑈2
→ 0 при 𝑈 →∞,
то есть ∫︁ 𝑏+𝑖𝑇
𝑏−𝑖𝑇
𝑦𝑠
𝑠2
𝑑𝑠 = ln 𝑦 +𝑂
(︂
𝑦𝑏
𝑇 2 ln 𝑦
)︂
.
Для 𝑇 →∞ мы получаем, что ∫︁ 𝑏+𝑖∞
𝑏−𝑖∞
𝑦𝑠
𝑠2
𝑑𝑠 = ln 𝑦.
2. Теперь мы покажем что при 𝑏 > 1 имеет место соотношение
𝜓2(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥
Λ(𝑛) ln
𝑥
𝑛
=
∞∑︁
𝑛=1
Λ(𝑛)
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖∞
𝑏−𝑖∞
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
𝑥𝑠
𝑠2
𝑑𝑠.
Из 1. следует, что ∑︁
𝑛≤𝑥
Λ(𝑛) ln
𝑥
𝑛
=
∞∑︁
𝑛=1
Λ(𝑛)
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖∞
𝑏−𝑖∞
(𝑥𝑛)
𝑠
𝑠2
𝑑𝑠
(возьмем 𝑦 = 𝑥𝑛 : если 𝑛 ≤ 𝑥, то интеграл равен ln 𝑥𝑛 ; если 𝑛 > 𝑥, то интеграл равен 0). Кроме
того, ⃒⃒⃒⃒
⃒
∞∑︁
𝑛=1
∫︁ 𝑏+𝑖∞
𝑏−𝑖∞
Λ(𝑛)(𝑥𝑛)
𝑠
𝑠2
𝑑𝑠
⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑥𝑏
∞∑︁
𝑛=1
Λ(𝑛)
𝑛𝑏
∫︁ ∞
−∞
𝑑𝑡
𝑏2 + 𝑡2
=
𝜋𝑥𝑏
𝑏
∞∑︁
𝑛=1
Λ(𝑛)
𝑛𝑏
≤ 𝜋𝑥
𝑏
𝑏
∞∑︁
𝑛=1
ln𝑛
𝑛𝑏
,
и ряд
∞∑︀
𝑛=1
ln𝑛
𝑛𝑏
сходится. Таким образом, ряд
∞∑︀
𝑛=1
Λ(𝑛)
2𝜋𝑖
∫︀ 𝑏+𝑖∞
𝑏−𝑖∞
( 𝑥
𝑛
)𝑠
𝑠2
𝑑𝑠 абсолютно сходится, и мы
имеем право поменять порядок суммирования и интегрирования. Тогда
∑︁
𝑛≤𝑥
Λ(𝑛) ln
𝑥
𝑛
=
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖∞
𝑏−𝑖∞
∞∑︁
𝑛=1
𝑥𝑠
𝑠2
Λ(𝑛)
𝑛𝑠
𝑑𝑠 =
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖∞
𝑏−𝑖∞
𝑥𝑠
𝑠2
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
𝑑𝑠.
3. Покажем, что при 𝑏 = 1 + 1ln𝑥 > 0 и 𝑇 > 0 имеет место соотношение∑︁
𝑛≤𝑥
Λ(𝑛) ln
𝑥
𝑛
=
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖𝑇
𝑏−𝑖𝑇
(−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)
𝑥𝑠
𝑠2
𝑑𝑠+𝑂
(︂
𝑥 ln𝑥
𝑇
)︂
.
Из 2. следует, что ∑︁
𝑛≤𝑥
Λ(𝑛) ln
𝑥
𝑛
=
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖∞
𝑏−𝑖∞
(−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)
𝑥𝑠
𝑠2
𝑑𝑠 =
=
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖𝑇
𝑏−𝑖𝑇
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
𝑥𝑠
𝑠2
𝑑𝑠+𝑂(|𝐽1|+ |𝐽2|).
При этом
|𝐽1| = |𝐽2| ≤ 1
2𝜋
∫︁ ∞
𝑇
𝑥𝑏
𝑏2 + 𝑡2
⃒⃒⃒⃒
⃒𝜁
′
(𝑏+ 𝑖𝑡)
𝜁(𝑏+ 𝑖𝑡)
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡 ≤ 𝐶8𝑥𝑏 ln𝑥2𝜋
∫︁ ∞
𝑇
𝑑𝑡
𝑡2
≤ 𝐶9𝑥 ln𝑥
𝑇
.
4. Пусть 2 ≤ 𝑇 ≤ 𝑥, и 𝑏 = 1 + 1ln𝑥 > 1. Рассмотрим контур Γ с вершинами −12 ± 𝑇1, 𝑏± 𝑇1,
где 𝑇1 выбрано так же, как при доказательстве теоремы 1. Функция
(︂
− 𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︂
𝑥𝑠
𝑠2
аналитична
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в данном контуре, за исключением точек 𝑠 = 0 (полюс функции 𝑥
𝑠
𝑠2
), 𝑠 = 1 (полюс функции
𝜁(𝑠)), и 𝑠 = 𝜌𝑛 (все нетривиальные нули 𝜁(𝑠) с |𝛾𝑛| < 𝑇1). Тогда
1
2𝜋𝑖
∫︁
Γ
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
𝑥𝑠
𝑠2
𝑑𝑠 = 𝑅𝑒𝑠𝑠=0
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
𝑥𝑠
𝑠2
+𝑅𝑒𝑠𝑠=1
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
𝑥𝑠
𝑠2
+
+
∑︁
|ℑ𝜌𝑛|<𝑇1
𝑅𝑒𝑠𝑠=𝜌𝑛
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
𝑥𝑠
𝑠2
= 𝑎0 ln𝑥+ 𝑎1 −
∑︁
|ℑ𝜌𝑛|<𝑇1
𝑥𝜌𝑛
𝜌2𝑛
+ 𝑥,
где 𝑎0 = − 𝜁
′
(0)
𝜁(0) и 𝑎1 - коэффициенты, полученные из равенства − 𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠) = 𝑎0 + 𝑎1𝑠+ 𝑎2𝑠
2 + . . . .
Таким образом,
1
2𝜋𝑖
∫︁ 𝑏+𝑖𝑇1
𝑏−𝑖𝑇1
(︃
−𝜁
′
(𝑠)
𝜁(𝑠)
)︃
𝑥𝑠
𝑠2
𝑑𝑠 = 𝑥−
∑︁
|ℑ𝜌𝑛|<𝑇1
𝑥𝜌𝑛
𝜌2𝑛
+𝑂
(︂
𝑥 ln𝑥
𝑇
)︂
+𝑂(|𝐼1|+ |𝐼2|+ |𝐼3|),
где 𝐼𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, представляют собой интегралы по верхней, нижней и верхней сторонам
контура Γ. Мы знаем (см. доказательство теоремы 1.), что⃒⃒⃒⃒
⃒𝜁
′
(𝜎 + 𝑖𝑡)
𝜁(𝜎 + 𝑖𝑡)
⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝑂(ln2 𝑇 )
для −12 ≤ 𝜎 ≤ 𝑏 и 𝑡 = 𝑇1, и что ⃒⃒⃒⃒
⃒𝜁
′
(𝜎 + 𝑖𝑡)
𝜁(𝜎 + 𝑖𝑡)
⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝑂(ln𝑇 )
для 𝜎 = −12 и |𝑡| ≤ 𝑇1. Тогда
|𝐼1| = |𝐼2| ≤ 𝐶10𝑥 ln
2 𝑇
𝑇 2
(︂
𝑏+
1
2
)︂
≤ 𝐶11𝑥 ln
2 𝑇
𝑇 2
,
|𝐼3| ≤ 𝐶12 ln𝑇√
𝑥
∫︁ 𝑇1
−𝑇1
𝑑𝑡
𝑡2
≤ 𝐶13 ln𝑇√
𝑥𝑇
.
Заметим, что
𝑂
(︂
𝑥 ln2 𝑇
𝑇 2
)︂
= 𝑂
(︂
𝑥 ln𝑇
𝑇
)︂
,
так как ln𝑇𝑇 → 0 при 𝑇 →∞),
𝑥 ln𝑇
𝑇
= 𝑂
(︂
𝑥 ln𝑇
𝑇
)︂
,
так как 𝑇 ≤ 𝑥),
𝑎0 ln𝑥+ 𝑎1 = 𝑂(ln𝑥) = 𝑂
(︂
𝑥 ln𝑇
𝑇
)︂
,
так как 𝑇 ≤ 𝑥), ∑︁
𝑇<|ℑ𝜌𝑛|<𝑇1
|𝑥
𝜌𝑛
𝜌2𝑛
| ≤ 𝑥
𝑇 2
∑︁
𝑇≤|ℑ𝜌𝑛|<𝑇+1
1 ≤ 𝐶14𝑥 ln𝑇
𝑇 2
= 𝑂
(︂
𝑥 ln𝑇
𝑇
)︂
,
так как |𝑥𝜌𝑛 | < 𝑥𝛽𝑛 ≤ 𝑥, и |𝛾𝑛| < 𝑇 . Следовательно,∑︁
𝑛≤𝑥
Λ(𝑛) ln
𝑥
𝑛
= 𝑥−
∑︁
|ℑ𝜌𝑛|≤𝑇
𝑥𝜌𝑛
𝜌2𝑛
+𝑂
(︂
𝑥 ln𝑇
𝑇
)︂
. 2
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4. Заключение
Таким образом, в статье получены новые результаты, связанные с проблемой представле-
ния арифметических функций в виде сумм по нетривиальным нулям дзета-функции Римана.
В дальнейшем интересно было бы рассмотреть вопросы получения новых теоретико-
числовых результатов, связанных с указанной проблемой. Одной из перспективных задач
является получение аналогичных представлений по нетривиальным нулям дзета-функции
Римана других арифметических функций, родственных функции Чебышева; такие функции
нетрудно построить, если использовать логарифмические производные 𝐿-рядов Дирихле.
С другой стороны, было бы интересно рассмотреть конкретные задачи на применение уже
полученных представлений ([5]).
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